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Zu~mmenf~sung-Die Onsager’sche Reziprozit% ist mit der Mo~lier’schen ~we~ungsfreiheit der 
Sto~omponenten bei gleichzeitiger Wkneleitung und Diffusion vertrgglich. 

1. EINLEITUNG 

DER altmodische Gedanke, dass man sein 
Fahrzeug unversehrt zuriickbringen muss, hatte 
eine Warmeschranke fiir die Geschwindigkeit 
beim Austritt und Wiedereintritt durch die 
Lufthiille auf jeder Weltraumfahrt errichtet. 
Heute aber erlaubt man gewissen Teilen des 
Fahrzeuges wegzuschmelzen und sich dabei fiir 
den Rest zu opfern. Genaue Kenntnis der 
Gesetze des W&me- und Stoffaustausches sind 
dann aber erforderlich, urn das Leben der 
Insassen trotz Busserst beschrgnkter Gewichts- 
reserven vollig sicherzustellen. Der Jubilar 
Ernst Schmidt gehiirt zu den wenigen, die schon 
friih theoretisch und durch Versuche unser 
Wissen auf dem Gebiet des Warme- und Stoff- 
austausches gefijrdert haben. Bei solchen ana- 
lytischen Untersuchungen haben die Autoren 
aus naheliegenden Griinden meist in Mol 
gerechnet. Richard Mollier hat dagegen zeich- 
nerische Behandlungen bevorzugt und dabei 
alle Vorteile ausgenutzt, die in der viilligen 
Bewertungsfreiheit der Stoffkomponenten ent- 
halten sind. Dies wird besonders in seinem 
i-x-Diagramm deutlich, das bei feuchter Luft 
nur den Gehalt an trockener Luft in das Dia- 
grammgewicht eingehen lass& das Wasser also 
zufiigt und abzieht ohne das Diagrammgewicht 
zu andern. Diesem Molliers’schen Axiom der 
Bewertungsfreiheit der Komponenten steht der 
von den Klassikern der Thermodynamik er- 
wartete Reziprozitatszwang gegentiber, dem Lars 
Onsager 1931 mit seinem Prinzip der geringsten 
Dissipation eine genaue Formu~erung gegeben 
hat. Ich Weiss nicht, ob es vielen so gegangen ist, 
aber mir kam das Gefiihl, es miisste etwas 

passieren, wenn man die Onsager Beziehungen 
in die Mollier’schen Zustandsdiagramme ein- 
tragt. Jedenfalls wtirde es sonst ein bemer- 
kenswertes Beispiel von freiheitlichem Zwang 
sein. 

2. DIE ONSAGER BEZIEHUNGEN 

Gleichzeitige Diffusion und Warmeleitung bei 
Gemischen, der sogenannte laminare Warme- 
und Stoffaustausch, ist im Mol~er’schen Zu- 
standsdiagramm dadurch bemerkenswert, dass 
sich gegenseitig beeinflussende Teilgemische 
nicht geradhnig auf den Schwerpunkt, dem 
Zustand nach volligem Ausgleich, zubewegen 
sondern, diametral zum Schwerpunkt verblei- 
bend, sich linksherum oder rechtsherum drehend 
auf Umwegen dem Endzustand nahern. An 
Gesetze zu glauben, die eine Rechtsdrehung 
gleichwahrscheinlich mit einer Linksdrehung 
machen kbnnten, wird dadurch erschwert, 
dass verschiedene Mollier’sche Zustandsdia- 
gramme fiir dieselben Gem&he aus projektiver 
Abbildung hervorgehen, die starke perspek- 
tivische Verzerrungen verursachen. Der 
Bestimmung einer Gleichwahrscheinlichkeit 
scheint damit der Boden entzogen zu wer- 
den. 

Onsager findet nun die gewiinschte Rezi- 
prozitat durch den Kunstgriff, dass man 
zunachst die Entropieellipse urn den Schwer- 
punkt herstellt (Abb. 1). Dies ist eine Ellipse bei 
der die im Diagramm verzeichneten spezifischen 
Entropien fur jedes Faar diametral entgegen- 
gesetzter Punkte die gleiche Summe ergeben. 
Der konstante Summenwert ist nat~r~ch geringer 
als das Doppelte der spezifischen Entropie im 

291 



292 ADOLF BUSEMANN 

Schwerpunkt, den jedes solches Punktepaar im 
Austausch erreichen wiirde : 

s, -t sB = konst < 2s,. (1) 

Nun gibt diese Entropieellipse zwar nicht die 
Richtungen schnellsten und langsamsten Aus- 
gleiches oder etwa das Verhaltnis ihrer Aus- 
tauschgeschwindigkeiten an, aber sie hat diese 
beiden ausgezeichneten Richtungen als kon- 
kugierte Durchmesser, die ja bekanntlich die 
Flache der Ellipse in vier gleiche Quadranten 
aufteilen. Dieser bescheidene aber doch wesent- 
lithe Beitrag der Entropie bringt die Hauptach- 
sen des Austausches in eine reziproke Beziehung 

- .s,,,,dx di -~ is,, di”. (2) 

heraus, wahrend sich die nullte und zweite 
Ordnung verdoppeln. Denn wegen 

dx, = - dxP = dx und di, --= - diJ == di (3) 

wird die Entropiesumme 

+ 2sdi dx di + sji di”. (4) 

Wandert man nun von dem Punkt dx, di auf der 
Ellipse zu einem Nachbarpunkt 6dx, Sdi, so 
hefert die Differentiation von Gleichung (4) 

X 

ABB. 1. Entropieellipse. 

und macht die Rechts- und Linksdrehung in 
diesen Koordinaten und zwar in sehr an- 
schaulischer Weise gleichwertig. 

Analytisch ausgedriickt bedeutet die Onsager’- 
sche Reziprozitat das Folgende. Wenn zwei 
Punkte diametral entgegengesetzt liegen, also 
ihre Koordinatendifferenzen zum Schwerpunkt 
nur umgekehrtes Vorzeichen haben, fallen die 
linearen Glieder der analytischen Entwicklung 
der Entropie s(x, i): 

die folgende Beziehung zwischen diesen beiden 
Richtungen : 

0 = 2s,, dx 6dx + 2s,, (dx 6di 
+ di 6dx) + 2sii di Sdi. (5) 

Wegen der Reziprozitat dieser beiden Richtun- 
gen mligen sie such nur durch den Tndex I 
oder 2 unterschieden werden: 

s,, dx, dx, + sZi (dx, di, + di, dx,) 
+ sij di, di, = 0. (5a) 



ONSAGER BEZIEHUNGEN IM MOLLIER’SCHEN i-x-DIAGRAMM 293 

Die ~chtungen 1 und 2 sind dann kon- 
jugierte Durchmesser fur die Entropieellipse 
2s, - s, - sp L konst. nach Gleichung (4). 
In diesem Verhaltnis stehen die schnellste und 
langsamste Austauschrichtung zueinander. 

3. BEWERTUNGSFREIHEIT DER STOFFKOM- 
PONENTEN 

Statt die Invarianz der Onsager Beziehungen 
gegeniiber den Mol~er’schen Koordinatentrans- 
formationen zu untersuchen, sollen die Gedan- 
ken gleich im Raume der Gesamtgemische 
(Abb. 2) durchgefiihrt werden, aus denen die 
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ABB. 2. Raum der Gesamtgemische. 

spezifischen Gem&he fiir die Mollier’schen 
Zustandsdiagramme mit Hilfe von Schnittebenen 
beliebiger Orientierung gewonnen werden ken- 
nen. Unter der Annahme konstanten Druckes 
gibt es nur soviele Gesamtgemische, als man 
verschiedene Mengen der Ausgangsstoffe A und 
B mit Warmemengen C zusammenbringt. In 
einem solchen Raume ABC kann man urn den 
festen Punkt A,, Be, C, gleich em Entropieel- 
Iipsoid fiir diametral entgegengesetzte Punkte- 
paare aus der Gesamtentropie S(A, B, C) her- 
stellen : 

S, + S, _ 25, = SAA dA2 f DAB dA dB 
+ SBB dB2 f 2&c dA dC f 2sBC dB dC 

+ See dC2. (6) 

Der Raum der Gesamtgemische hat aber die 
Eigenschaft, dass auf Strahlen durch den 
Koordinatenanfangsp~kt Gemische von glei- 
them Zustand und linear zunehmender Menge 
aufgetragen sind. Hier kann such der Entro- 
piewert nur linear zunehmen. Es gilt nlmlich die 
Identitat : 

S(A, B, C) = s?!-;B’ EC). (7) 

Differentiiert man partiell nach E und setzt den 
Wert dann wieder gleich eins, so ergibt sich eine 
andere Form fur dieseIbe Entartung: 

s = SA A i_ SB B f sr: C. $9 

Fur die zweiten Ableitungen ergeben sich 
hieraus drei Identitaten: 

SAA A + S.4B B -k SAC c = 0 

SAB A + SBB B + SBC c = 0 

SAC A f SRC B f See C = 0. (9) 

Sucht man auf dem Entropieellipsoid nach 
Gleichung (6) die Umgebung des Punktes 
dA, dB, dC auf, so ergibt sich die Tangen- 
tialebene als geometrischer Ort fur die Punkte 
SdA, 6dB, 6dC die man durch Differentiation 
von Gleichung (6) erhalt: 

0 = SAA dA SdA + SAB(dA 6dB + dB SdA) 
+ SBB dB 6dB + S&qc(dA 6dC + dC 6dA) 
-k SBc(dB 6dC + dC SdB) + See dC 6dC. (10) 

Nun erlauben aber die 1dentit;iten (9) die Ko- 
ordinaten des Anfangspunktes erheblich zu 
verallgemeinern : 

dC’, = dC + C dE1. (1 la) 

Ausserdem kann man such die Punkte in der 
TangentiaIebene umbenennen : 

dA, = 6dA -I- A deg, dB, = 6dB f B dcz, 
dC’, = SdC + Cdcr,, (Ilb) 

denn die ZusHtze verschwinden in Gleichung 
(10) wegen (9). Man erhalt also eine Rezipro- 
zitat in der Form 
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SAAdA,dA, + SABdA,dB, + SAcdAldCz enthalten. Daraus wird es ersichtlich, dass 
+ SBAdB,dA, + SBBdB,dB, + SecdB,dC, konjugierte Durchmesser in beliebig orientierten 
+ ScAdC,dA, + ScBdC,dB, + SccdC,dC, == 0 Zustandsdiagrammen bei Projektion 1Sngs dcr 

(I 2) Zustandslinien in einander iibergehen. Die 
Tatsache, dass das Entropieellipsoid in einen 

Wobei sowohl 1 als such 2 Ebenen sind, die Zylinder urn die Zustandsrichtung entartet. 
wegen (lla) und (llb) die Richtung des geniigt also, um die ubertragbarkeit der 
Zustandes A,, B,, C, oder allgemein A, B, C Reziprozitgt sicherzustellen. 

Abstract-The Onsager reciprocity proves compatible with Mollier’s free appraisal of mass 
components at simultaneous heat transfer and diffusion. 

R&urn&-La relation de rtciprocitk. d’onsager est compatible avec l’kvaluation libre de Mollier des 
composants quand il y a simultankment Cchange thermique et diffusion. 


